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概要

マルチグリッド前処理付き共役勾配法 �����法�は� 共役勾配法の前処理としてマルチグリッ

ド前処理を行なう方法であり� マルチグリッド法では収束しにくいような複雑な問題でも簡単に

収束する� 本研究ではその����法の並列化を考え� 高並列で収束効率の高い����法を提

案する� マルチグリッド法の並列化には様々な問題点が存在するが� ����法の場合はそれら

をうまく解決することが出来る� 次にその����法を富士通の並列計算機�	
���上に実装し�

最も収束の速い����法の考察を行なう� さらに並列計算機で良く使用されている �
���� ��

法との比較により評価を行なう�
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� はじめに

マルチグリッド前処理付き共役勾配法 �����

法�は� 共役勾配法の前処理にマルチグリッド法を用

いた解法であり� 次のような性質を持っている� �
�

条件の悪い問題でも� 共役勾配法の反復回数が少な

い� �*� 反復の回数がメッシュのサイズによらない�

マルチグリッド前処理により� 問題の固有値分布は

大部分が 
の周りに集まり� わずかな数の固有値が �

と 
の間に散らばる� マルチグリッド法だけで解く

場合は� このわずかな数の固有値が効率的な収束の

邪魔となって� うまく収束してくれない� しかしな

がらマルチグリッド法を共役勾配法の前処理として

使う時には� 特に問題となることなく収束する�

共役勾配法は� 反復中の演算が内積演算� 行列と

ベクトルの乗算� ベクトルの和� 差で構成されてい

るため� ベクトル化� 並列化しやすい� またマル
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チグリッド法もスム－ジングを行なう方法次第で並

列性がある� この研究では高い並列性を持ちかつ

収束効率の高い����法を提案する� まず *章で

は����法を簡単に説明し� +章ではその����

法の並列化について考察を行なう� この考察を踏

まえ� ,章で富士通のマルチコンピュータ �	
���上

に実装し� その評価を行なう� 評価に当たって最

も収束の速い����法を考えるとともに� 
��-ベ

クトル化� 並列化可能で並列計算機上で良く用いら

れている �
���� ��法 ����法�との比較も行なっ

た� この比較では����法は ���法に比べ計算

時間が数十倍速かった�



� ����法

����法は前処理にマルチグリッド法を用いた

共役勾配法である� 解くべき連立一次方程式を

���.� とすると� ����法の反復はプログラム


のようになる� まず� 初期ベクトルを �� と置

く� この時� 初期残差は ��.�����
�となる� そし

て� ��/�
�.��をマルチグリッド法を使って近似的に

解き� 初期方向ベクトルを ��./�� とする� そしてプ

ログラム 
のループを収束するまで繰り返す�
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プログラム 
� ����法の反復

このプログラムの中で� ���の部分がマルチグ

リッド前処理の部分である� またマルチグリッド法

はグリッドの列を ����とすると� プログラム *の様

に再帰的に表すことが出来る�
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プログラム *� マルチグリッド法

このプログラム中で� ������
�とはグリッドレベル

�から � � 
への変換を行なう操作を表し� ������5

����とはその逆のグリッドレベル � � 
から �への

変換を行なう操作を表している� � が 
の時のマル

チグリッド法を特に 45
!
��マルチグリッド法� *の

時を65
!
��マルチグリッド法と呼ぶ �図 
�� この

マルチグリッド法が共役勾配法の前処理としての数

学的に妥当であるための条件は� 既に 7
�8で調べて

あり� スムージング法としてレッドブラック対称ガ

ウスザイデル法� マルチカラー ��93法� �:;法な

どの方法を前処理に使い� プレスム－ジングとポス

トスム－ジングで同じ方法を使えば前処理としての

条件は満たされる�
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図 
� マルチグリッド法のサイクル

� ����法の並列化

この章では����法のマルチコンピュ－タ上へ

の実装を目的とした並列化を考える� ����法は

共役勾配法の前処理としてマルチグリッド法を使う

ものであるので� 共役勾配法とマルチグリッド法の

両方の方法を並列化しなければならない� 共役勾配

法が並列化しやすいことは既に述べたので� まずマ

ルチグリッド法を並列化することを考える�

��� マルチグリッド法の並列化

マルチグリッド法を並列化する場合は次に様な問

題が出てくる�


� 高い並列性を持ったスム－ジングを行なう必

要がある�

*� 粗いグリッドになればなるほど通信のオー

バーヘッドが見えてくる

+� 粗いグリッドではプロセッサの使用率が低く

なり� 遊んでいるプロセッサが出てしまう



マルチグリッド法は� 残差の減少率が最も粗いグ

リッドによるので� 有効な限り粗いグリッドまで

使った方が収束が速くなる� しかしながら問題が複

雑で条件の悪い場合は� ただ粗いグリッドまでいけ

ば収束が加速される訳ではなく� 余り並列性の高く

ないより強力なスム－ジング ��:;法や不完全 <=

分解など�を行なわなければならない� 従って� マル

チグリッド法をマルチコンピュータ上に実装する時

は� 上の 
番目の問題をクリアすることは難しく� 計

算機の持つ並列性を存分に発揮できない� また *番

目� +番目の問題点を解決するために� 逐次型と同じ

アルゴリズムであることをあきらめ� グリッドが粗

くなった時もそれぞれのプロセッサで計算するデー

タが減らないような並列マルチグリッド法を考えて

いる�

��� ����法の並列化

����法をマルチコンピュータ上に実装する時�

そのまま実装しようとすると前節で考えたマルチグ

リッド法を並列化する時に出てくる問題と同様の問

題が出てくる� しかしながら����法の場合は� マ

ルチグリッド法はあくまで共役勾配法の前処理とし

て使うため� 複雑な問題を解くときに並列性の高く

ないより強力なスム－ジングを使うことは必要では

ない� このことは次の固有値分解で議論する� 従っ

てマルチグリッド前処理のスム－ジングは並列性が

高く� 反復解法としても優れていて� なおかつ前処理

として数学的に妥当な解法であるレッドブラック対

称 �93法 �3>5��93法�を使うことにする�

この時� 次に考えることはどれだけグリッドを

粗くするのがいいかということである� ����

法の場合はマルチグリッド法と違い複雑な問題でも

グリッドを粗くすればするほど収束は加速される�

従って収束を加速するために� 出来る限り粗いグ

リッドまで使いたい� ここで問題となるのは +�
節

の *番目と +番目の問題である� この部分は計算機

の性能がでる範囲まで粗いグリッドを使うことで対

処する� つまり並列計算機の計算 ?通信性能と収束

の速さという点でのトレ－ドオフということになる�

ここでのトレ－ドオフは� マルチグリッド前処理で

使うグリッドの数� スキーム� 3>5��93法の反復回

数と並列計算機の計算 ?通信性能の間のものという

ことになる� 次節では固有値解析を行ないこのよう

にグリッドの数を減らした時� 並列性のあるスムー

ジングを行なった時のマルチグリッド前処理につい

て考察する�

��� 固有値解析

この節では複雑で条件の悪い問題に対し� 最も粗

いグリッドで厳密に解かず� また使うグリッドの数

を減らし� しかも高並列なスム－ジング法を使うマ

ルチグリッド前処理を行なった時の行列の固有値の

分布を調べる� 共役勾配法の反復回数は初期値� 係数

行列の固有値分布� 右辺で決まるが� その中で係数行

列の固有値分布は特に重要である� 反復回数は初期

残差に含まれる係数行列の固有ベクトルの数で決ま

るので� 固有値解析を行なうことにより初期値� 右辺

が最悪の場合の反復回数を知ることが出来る� 設定

した問題は次の様なものである� *次元のディリク

レ境界条件付きポアソン方程式
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で� 物理定数 
は図 *のように不均一で非対称に定

める� 図 +は� この問題を有限要素法で 
A � 
Aに

離散化し� 出てきた連立一次方程式を次のようなマ

ルチグリッド前処理を行なった後の行列の固有値分

布である�

x

y
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図 *� 問題の物理定数

ここで使ったマルチグリッド前処理は� グリッド

を *つしか使わないで� 粗い方のグリッドで解く時

に� スムージングで使う緩和計算を行なっただけの

マルチグリッド法である� この図には比較のため

;����
� *�の前処理を行なった後の行列の固有値

分布も付けてある� この固有値分布をみれば分か

るように� マルチグリッド前処理の方はかなりの固

有値が 
の周りに縮重していて� 固有値の分布も片
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図 +� 前処理後の固有値分布

寄っている� また最小固有値は ;���法に比べ引き

上げられている� いくつかの固有値は分散している

が� これらは共役勾配法にとっては何の問題もなく�

それらは実際に共役勾配法のそれぞれ一反復でなく

なってしまう� 前処理を行なった問題の固有値が

これらの性質を持っているため� グリッドを一つ少

なくしても� またスムージングとして高並列な 3>5

��93法を用いても反復回数はそんなに多くならな

いと考えられる�

この例は� +つのグリッドを使うところを *つに

して� しかも粗いほうのグリッド上では厳密に解か

ない場合であったが� 共役勾配法の前処理として使

う限り� 極端に収束性が悪くなることはなく� また

;���法に比べると非常に良い前処理といえる�

��� 領域分割

次に� マルチコンピュ－タをタ－ゲットとした並

列化を行なうためのデ－タの領域分割について考察

する� 行列とベクトルの乗算� マルチグリッド法の

リストリクション� スム－ジング法のそれぞれは全

て近接通信を必要とする� 従ってなるべく連続的に

なるようにプロセッサにデ－タを割り付けるのがよ

い� 以下では領域は *次元と仮定する� このときプ

ロセッサが� 台あるとすると� ��� ベクトルを領域

の 
方向だけで分割し�プロセッサを論理的に��

に割り当てる方法と� �>� *方向で分割し� プロセッ

サを
�
� ��� に割り当てる方法が考えられる �図

,��

問題の大きさを� とした場合� これらの方法につ

いてそれぞれの通信量� 計算量を比較してみる� タ－

ゲットとする並列計算機が *次元トーラスメッシュ

で隣接通信がそれぞれ同時にできるとすると� 計算

(A) (B)

図 ,� データの割り付け方法

量はいずれも ������であるが� 通信量は ���は

��
�
��で� �>�は��

�
��

�
��である� これによ

ると *方向で分割した場合のほうが� 
方向で分割し

た場合に比べ通信量が 
�
�
� 倍となっているのが

分かる� しかしながら �>�の場合は行列とベクトル

の乗算� スムージング法で ,方向のプロセッサ間で

通信を必要とし� レストリクションではレストリク

ションの方法によって違ってくるが普通 Aから B方

向のプロセッサ間で通信が必要になる� ���の場合

はいずれ場合でも *方向で良い� これらのことを考

えると� 問題の大きさが一定の場合はプロセッサの

台数が多くなれば *方向でデ－タを分割したほうが

有利ということになる�

また ���� �>�いずれの場合でもそれぞれのプロ

セッサに割り付けるデータは� マルチグリッド法の

レストリクション� プロロンゲーションという操作

を均一に行なうためには� 領域の境界にあるデータ

はそれを境界とするプロセッサが全て同じデータを

重複して持つ必要がある�

� �	�


への実装

��� データ割り付け

まずデータの割り付けの仕方による違いを見る�

前節の ���� �>�それぞれのデータ分割の仕方で

�	
���の上に実装して時間を測定した結果が� 表


� *である� またこの表を元にスピードアップのグ

ラフを作ると� 図 C� Aのようになる�

この時使用した問題は +�+節の固有値解析で使用

した問題について� 
の値を一定� ソース項 � は �で

境界条件は � . 
でのみ値を持つとした問題であ

る� 使った����法のマルチグリッド前処理はグ

リッドを *つしか使わないもので� スムージング法

はレッドブラックガウスザイデル法の *反復を使用

した�
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方向で分割した場合

表中で 5となっているのは� 
プロセッサにデータ

が実質的に 
つずつまたは遊んでいるプロセッサが

出てしまい� 明らかに他のデータと同列に並べても

余り意味がないと思われるところである�

これらの表� 図を見ても分かるが� 問題の大きさを

一定にすると� プロセッサの台数が多くなった時に�

�>�の *方向で分割した場合の方が良い結果となっ

ている� また� いずれの方法もスーパーリニアとなっ

ているが� これは問題の大きさを固定し� プロセッサ

の台数を増やしていったため� 
プロセッサあたりの

データ量が少なくなり� キャッシュのヒット率� ライ

ンセンドのヒット率が上がった影響である� �>�の

場合のついてキャッシュのヒット率を計測すると図

Fのようであった�

1
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s
p
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e
d
 
u
p

number of processors

ideal
63x63

127x127
255x255

図 A� �>� *方向で分割した場合

この図 Fを見ると� 特にメッシュサイズが

*CA�*CAの時はキャッシュのヒット率が著しく
変わっていることが分かる� 以後はこの結果を踏ま

え� データのプロセッサへの割り当ては �>�方式� つ

まり領域を *方向で分割しプロセッサに割り当てる

方式で行なうことにする�

��� グリッドの数

次に前処理を行なう 45
!
��マルチグリッド法の

グリッドの数を変えた時の� 収束回数� 計算時間を測

定した� 問題は固有値解析を行なったものと同じ問

題で� ソース項 � として図 Bを使い� 境界条件は全て

�とした�

この問題において� グリッドの数を変えていった
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図 B� 問題のソース項

時の反復回数� 計算時間は表 +� ,である� 表 +は問

題を *CA�*CAに離散化して解いたもので� 表 ,は問

題を C
*�C
*に離散化した解いたものである� この

実験ではプロセッサは A,台使用している�

表中の 
�������というのは一番粗いグリッドにお

けるメッシュの数である� この欄が B�Bというとこ
ろでは� 
プロセッサは実質的には一つのデータしか

受け持っていない� また ��� 
 �����というのは共役

勾配法の 
反復にかかった時間である� この実験結

果によると� グリッドをたくさん使えば使うほど収

束が速くなっている� この点がオリジナルのマルチ

グリッド法だけで解く場合との違いである�

グリッドを粗くしていった時には扱うデータは *

次元の問題の場合 
?,に減る� 一つ粗いグリッドを

付け加え� 使うグリッドの数を増やした時には� そ

れまで一番粗いところで扱っていたデータの 
?,の

����� ���� ���� ��� ��� 
 ����� 
�������

* 
+C 

�+C ���B, 
*B�
*B
+ A, A�+F ��
�� A,�A,
, +* +�,+ ��
�F +*�+*
C 
F 
�E
 ��

* 
A�
A
A 
� 
�
B ��

B B�B

表 +� グリッドの数と計算時間の関係 �*CA�*CA�

����� ���� ���� ��� ��� 
 
�������

* *F� 
�,�, ��+BF *CA�*CA
+ 
*E CA�
 ��,+C 
*B�
*B
, A, *E�� ��,C+ A,�A,
C ++ 
C�+ ��,A+ +*�+*
A 
F B��� ��,F
 
A�
A
F 

 C�*, ��,FA B�B

表 ,� グリッドの数と計算時間の関係 �C
*�C
*�

データを新たに処理することになる� 従ってどんど

ん粗いグリッドを付け加えていっても� 増える演算

回数はどんどん少なくなる� 処理するデータの量が

少なくなるので� キャッシュのヒット率� ラインセン

ドのヒット率は向上し� 粗いグリッドを増やしても

一反復当りの時間が余り増えないことになる� この

ことについては次節でもう少し細かく議論する� こ

の結果から見ると� むしろグリッドを一つ増やすと

ほぼ反復回数が半分になるということが� 計算時間

に効いている� 二つの実験データを比べると� もっ

とも粗いグリッドで厳密に解かない場合� マルチグ

リッド法の残差の減少率はもっとも粗いグリッドの

メッシュ間隔によるということが良く分かる�

��� スムージング法

次にスムージング法の反復回数を変えた時の計算

時間� 反復回数を調べる� 使用した問題は前節と同じ

問題である� その結果は表 C� Aである�

これらの表 C� Aによると� それぞれのグリッドの

数についてスム－ジング法の反復回数は 
回ないし

は *回行なうのが最も速く収束している� スムージ

ング法の反復回数を 
回増やすと始めは反復回数は

F�-程少なくなっているが� どんどん増やしていく

と反復回数の減り方が鈍くなっている� 一方� グリッ

ドを 
つ増やすとほぼコンスタントに反復回数は半

分になっている� また多くのグリッドを使う場合
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表 C� スムージング法の反復回数と計算時間 �*CA�*CA�
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� E�C+ B F�F


表 A� スムージング法の反復回数と計算時間

�C
*�C
*�

はスムージング法の反復回数を増やすと反復 
回に

かかる時間が大幅に増えてしまうのに対し� グリッ

ドを増やす方は� 増やしていくにつれ反復 
回にか

かる時間の増え方がどんどん減っているのが分かる�

従ってグリッドを余り使わない場合は� スムージン

グ法の反復回数が少ない時に� スムージング法の反

復回数を増やして計算時間が短くなることがあるが�

グリッドを多く使う時はスムージング法の反復を 


回しかしないのが最も速く収束している�

��� キャッシュのヒット率と台数効果

次にプロセッサ数を変化させた時のキャッシュ

のヒット率を調べた� 問題は前節と同じ問題を

*CA�*CAに離散化したもので� 解法は最も収束の

速かった� マルチグリッド前処理に Aつのグリッド

を使い� スムージング法の反復回数を 
回とした

����法である� この場合は先ほど ,�
で見たヒッ

ト率に比べ粗いグリッドをたくさん使用しているた

め� 通信遅延が隠せない� 反復回数が少ないので逐次

部分の影響が出るなどの理由で同じようにスーパー

リニアとなるような台数効果は得られないと考えら

れる� 結果は表 Fである�

D ���
�� ���� ��� ��� ����� ����� ��


 F
�B� E+�CF 


, 
F�EE E,��F +�EE


A ,�C+ EC�,E 
C�BC

A, 
�
+ EF�EA A+�C,

表 F� キャッシュのヒット率

しかしながらこの結果を見ると� プロセッサが多

くなるとキャッシュのヒット率がかなり改善されて

いるため� スピードアップはほぼリニアとなってい

る� やはり� 多くのプロセッサを使い巨大なデータ

を分割することによるキャッシュのヒット率の向上

という効果は素晴らしいものである�

��	 
��法との比較

最後に 
��-ベクトル化� 並列化可能でしかも収

束が速いといわれている ���法 7C8との比較を行

なった� ���法というのは前処理として対角スケー

リングを行なう共役勾配法である� ���法は ;���

法などに比べ前処理が簡単なため反復回数は増える

が� 共役勾配法の反復が 
��-並列化可能なため 


反復に要する時間が短く� 全体では計算時間は短縮

されるといわれている方法である�

����法で数値実験を行なった問題を同じ条件

で ���法で解いた結果が表 Bである� ただしこ

のデータを出すに当たって� データの分割方法は

����法と同様に分割し� 境界上のデータはそれぞ

れのプロセッサで重複して持っている�

この結果より� ���法の 
反復にかかる時間は

今まで考察してきた����法において前処理を除

いた時間にほぼ等しくなっていることが分かる�し
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*CA� EF* 
C�BF ���
A+

C
*� 
EC, 
AC�F
 ���B,B

表 B� ���法の計算時間

かしながら収束までの反復回数はそれぞれ FC倍�


C�倍もかかっているため� ���法の計算時間は

����法と比べ実に 
,倍から +A倍遅くなってい

る�

� まとめ

この研究では� 対称正定値である大規模疎行列の

解法として有望な����法のマルチコンピュ－タ

上への並列化を考察した� 複雑な問題でマルチグ

リッド法を効率良く収束させる為には余り並列性の

ない強力なスム－ジング法を用いなければならない

ので� マルチグリッド法を並列化する場合は様々な

問題が生じてくる� しかしながら����法の場

合は� 複雑な問題に対して前処理のマルチグリッド

法に高並列なスム－ジング法を使っても収束効率は

悪くならない� さらにそのような高並列なスムー

ジング法を使っても� 粗いグリッドを使えば使うだ

け収束が速くなる� 従って����法を並列化する

時は� その並列計算機のパワーを十分に発揮できる

粗さのグリッドまで使用すれば� ����法は高並

列でかつ非常に収束効率の高い解法となることを示

した� また実際にその����法の台数効果を調べ

るとキャッシュのヒット率の増大という効果もあり�

ほぼリニアな効果が得られていた� さらに並列計算

機上で有望視されている ���法とこの����法

との比較を行い� ����法が ���法の数十倍速く

収束することを示した�
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