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��������� �� �� �������� "�B��� �� � J � �� �������� "�B���* ���� ������ �� �������� "�B����
��������� %�� (� �� ����2�������� "�B���* �$������� � �� �������� "�B���*

�$� ��������� ���$�"� )$��$ $� " �$� ��������� �� �$����� 5 ��� �$� "����" ����	� ���$�"�
��"2+ ��� ��������� &����2���"� ���$�" %�+2�&� ���$�"(� �� ��2�� �� ���� ���$�"� �
�
���$�" �" �� �* -��� �$�� �$������ �$� �)�2!��" �����"������ )��$ �� �� �$��� ���������
���$�"� �� � �� �/�� �� �� ���� �� B  � �$� ��"����� �� �$� �����"������ �� �$� '& ���$�"*
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� �$� �������� ������ �$� �����	� ��� �� �)� ��"� �� �)�2!��" �����"������� ��� ����"���"* �
�$� ��  �)�!� � � �$�  ���� �)�2!��" �����"������� )��$ 	��$ ���2�����$�! �" ����2�����$�!�
�� "�������"* :�)���� �$� ���� "�������� �� 	� ��� ��" �� �$� ������ �)�2!��" �����"������* �
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"�B���* �$� <2��� � �� ��!��" ���$�" �� �$� ���� �� � C 5* �$������� �$� <2��� � �� ��!��"
���$�" �" �  �&%�	�( %�	� � 1( ������� �$� ��"����� �� �$� �����"������*

M �:= �&'& �=�:�


� �$� �������� ������� �$� �� ��!��" �����"������ )$��$ �� �� �" ��� � �����"������ �� �$�
'& ���$�" �� ����"���"* <$� � � ���2�����$�! �� ��������"� �$� �� ��!��" �����"������
)��$ ��� ��	�� �� ��������� �� �$� "����" ����	� �����$�! �� 	����� � �����"������ �� �$�
��#�!��� !��"��� ���$�" )��$ �$� �2���!� ��� ���"��� �����" �� �$� ���� ��� ���"���*
<$� 	��$ ���2�����$�! �" ����2�����$�! ��� ��������"� �$� �� ��!��" �����"������ )��$
�+2���� �����$�!� �
� ���$�" �" �� �� �� B  � ��.�������� �� � �����"������ �� �$�
��#�!��� !��"��� ���$�"* �$�� �$� �� ��!��" �����"�����" ��#�!��� !��"��� ���$�" %�&'&
���$�"( �� ���$�������  � �� �"* +�� �$��� ��� ������ ��������� �� �$�� �����"������* �� � �� �
��� � �� �$� �� ��!��" ���$�"� � �� � �� �/�� ���$�"� � �� �$� ��	�� �� ��������� �� �$� �� �/��
���$�" �" � �� �$� ��	�� �� !��"�� �&'& ���$�" �� �����B�" �� �&'&%�	�	 �	 �(* +�� � �� �
������ ��������� �" �� �$�� ��������� �� ������"� �  ���� �	 � !��"� ��� ���"* -�� �/��� ��
�&'&%��	 1	 5( �� �$� �&'& ���$�" �� �$� L2��� � �� ��!��" �����"������ )��$ �)� ���������
�� �$� ��"2+ ��� ���� �����$�!*
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�)�2"������� ������ �.����� )��$ 
����$ �� 	��"��� ��"����F

�� %���( C  � P C 4G	 16� 4G	 16

)��$ � C � � !P	

)$��� � �� � ��� ������� �� ����"���"* �$� �.����� �� "�B�" 	� � "�3���� ������ �� � ������
����  �" � 	��"��� ��"���� �* �������� �/�������� ��� ��������" � �$� ��  �)�! �)�
��"�����*
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� C G �/���� � C 1 �" � C ;�%1� �( � � C 1*


������ � 
�3���� ������ �" ������ ���� ��� "������" 	� -�!* 1� 5* +��"��� ��"���� � ��
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���	 �� 1 �� � ���� � ����� �" �$� �� ��!��" ���$�" �� �/�����" �� �����!� �,���� �* �� �$�
�� ��!��" �����"������ �� � �� �/�����" �� 	� �,����* ���	 �� 5 $�� � �2������ "�3����
������ �" �$� ���� )��$  ��!� "�3���� ������  ����  ��� �  ����� Q�>� �$������� �� $�� � ���$
"�����	���� �� ��!��� ��� �� �$� ���	 �� �����/� )$��$ �� ������!���" � �$� �/� ������*
�������� ���� � ������ ���� �� ���� �/� �� "��� �� $���� �$�� �����B� ��������� ���$�"�� ���$ ��
�''& ���$�" �" ��''& ���$�"� ����"���  � �����!� ���� ����" �*

�$��� ���	 ��� ��� "�������0�" �� �$��� ��"� �� ���$��F M@� M@� 159� 159 �" 5AM� 5AM� 	�
�$� B��� � ���� ���$�"* �$��� ���,���� �������� 	����� ���������� �������� "�B��� �" 	 ���
���"��!�� *

8*5 �� �����

�� ������� �/��������� �$��� ���$�"�F �&'&%��	 1	 5( ���$�"� �''&%1	 5( ���$�" �"
�&%1	 5( ���$�"� ��� �������"* �$� �''&%1	 5( ���$�" �� �$� �'& ���$�" )��$ �$� ����� ���
'$� ���� "����������� $���! �""����� ��  �� �� �$� ���!�� ���	 �� ������ �����/* �$�
�&%1	 5( ���$�" �� �$� �"����� ���$�" )��$ �$� �� ��!��" �����"������ �� �$�
�&'&%��	 1	 5( ���$�"*

�������� �/�������� ��� ��������" � �$� :�NGGGK85G �" �$� ���!��� �� )����� 	� 'JJ
)��$ ���!�� ������ �" �����/ � �����*
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8*; '����!��� �� �$� �&'& ���$�"

��	 �� 5 �" ; ��� ���� �� �� �$��� ������� �/��������* �$� ��	�� �� ��������� �" �$�
���� �� ���$ ���$�" ��� �����!��� ��� �������"* �$� ��	�� �� ��������� �� �$� �&'&
���$�" �" �$� �''& ���$�" �� �$�� �� '& ��������� �" �$� ��	�� �� �������� �� �$� �� ��!��"
���$�" �� �$�� �� L2��� � ���������* -��� ���� �� �� �)� ���	 ���� �$� ��  �)�! ����� ��� ���	 �F

� �$� �&'& ���$�" �����!�� )��$ ���� ��) ���������*

� �$� ��	�� �� ��������� �� �$� �&'& ���$�" "��� �� ������� )$� � ���$ ��0� ��  ��!��*

� =�� ��� ���� �/ ���	 ���� ���$ �� ���	 �� 5� �$� �&'& ���$�" �����!� ����*

�$� B��� ���� �� "�������" 	� � ��!��� �� �� ���� � �$� �/� ������* -��� �$� ����" ����� �$�
�&'& ���$�" �� �"����!���� ���� �$� �''& ���$�" ��  ��!� �� �$� ���$ ��0� ��* �� �� � ������ �
�� �$� �� ��!��" ���$�" �$�� �$� ��	�� �� ��������� "��� �� "���" ��� �$� ���$ ��0�* �� �$�
���	 �� �� ���� � ���$ �� ���	 �� 1� �$� �� ��!��" ���$�" �����!�� ���� ����� $�)����� � ���� �/
���	 ���� ���$ �� ���	 �� 5� �� �����!�� ���� � �) �* �� ����" �$��� �$� �� ��!��" ���$�" �$�� "
$��� �$� ����!�� �� �/���� ���$�"� 	�� �$� ����!�� �� �/���� ���$�" $�� ���� ����  � ���*
�������� � ���	 �� 5� �� �� ����"���" �$�� �$�  ����! �3��� 4;6 �� �������"* -��� �$� �$��" �����
�$� �&'& ���$�" �� � �� �������� �� �$� �� ��!��" ���$�" � ���� �� ���	 � ���� �����!��� �"
$�!$ ����  � ���*
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� ��"�� �� ���"� �$� �,����� �� �$� �� ��!��" �����"������� �$� ��!��� ���> "�����	���� �� �
���,���� �����/ ����� �����"�����! �� �/����"* �$� ��	�� �� ��������� �� �$� ��#�!���
!��"��� ���$�" ��� �����!��� "���"� ��� � ����� ������� � "�����	���� �� ��!��� ��� �� �
���,���� �����/ �" � ��!$�2$�" ����� 	�� "�� �� � !��" ����� ������ �" � ���� � ��!$�2$�"
����� �$� ��#�!��� !��"��� ���$�" $����� �� �����!� ���� �������	 �� �� �$� ��!��� ���>
"�����	���� �� ������!���"* � ���	 �� �� ���� ���	 �� �� ������ 8 �" �$� ���� �� "�������0�" ��
�$� ���$ �� 1M� 1M 	� �$� B��� � ���� ���$�" ���$�"* �$� ��"���� ��	�� �� �$�� ���,����
�����/ �� A595�M*

� �����/ ����� �$� �� ��!��" �����"�����! �� �� �� ���" �� ��  �)�* �$� �����/ � �� =.* %A(
�� %1G( �� '$� ���� "��������" �� � C ��� � �$� ��!��� ��� �� �$� �����/ ����

� �� ������!���"*
� �$� ��$�� $�" �$� �����/ ���! �$� �''& ���$�" �� �� �� ���" �� ��  �)�* �$� �����/ �� ��
����� ��� '$� ���� "��������" �� �� C "�" � # � �" �$� !���� ��!��� �� ���	 ��
��� C $"�"� �� �� ��" � ��"�� �� �/���� ��!��� ��� ����� �����"�����!*

10

100

1000

10000

100000

1e+06

0 50 100 150 200 250

ei
ge

nv
al

ue

number of eigenvalues

Problem 2

-�!��� ;* ��!��� ���> "�����	���� �� � ���	 ��
�����/

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 50 100 150 200 250

ei
ge

nv
al

ue

number of eigenvalues

MGCG(RB,1,2)
ICCG(1,2)

-�!��� @* ��!��� ���> "�����	���� �����
�����"�����!

�$� ��!��� ���> "�����	���� �� �$� ���	 �� �����/ �� �$�) �� -�!* ;* �$� $���0��� � �/�� ��
�$� ��"�� �� �$� ��!��� ��� �" �$� ������� � �/�� �� �$� ��!��� ���* �$�� ������� �/�� �� � �  �!
��� �* �" �$� ��!��� ���> "�����	���� �� �$� �����/ ����� �����"�����! �� �$�) �� -�!* @* �$��
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